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Abstract

Cet article a pour objet la prévision numérique d’écoulements turbulents isothermes de mélange gazeux binaire. Une
procédure de prévision des écarts entre grandeurs statistiques au sens de Favre et grandeurs statistiques au sens de Rey-
nolds a partir d'un modele au second ordre en moyennes de Favre est proposée. Cette procédure utilise des relations de
passage entre grandeurs statistiques, relations qui s’appuient sur I’équation d’état du mélange et qui s’expriment a I’aide de
corrélations faisant intervenir la fluctuation de la fraction massique de I'un des constituants du mélange. La validité de cette
méthode de prévision d’écarts est testée par référence aux résultats expérimentaux bien documentés de Panchapakesan et
Lumley relatifs au développement d’un jet d’hélium dans de I’air au repos. © 2001 Published by Elsevier Science Ltd.

1. Introduction

Les écoulements turbulents de fluides a masse volu-
mique variable interviennent dans un grand nombre de
phénomenes physiques aussi bien dans la nature que
dans les processus industriels. Les variations de la masse
volumique peuvent étre dues a des écarts significatifs de
température au sein d’'un méme fluide, a un mélange de
fluides miscibles de masses volumiques différentes ou
encore a des effets de compressibilité.

A titre indicatif et sans prétendre a une liste ex-
haustive, de tels écoulements interviennent en particulier
dans les domaines de la combustion, de ’énergétique, de
I'aéronautique, de I’environnement.

Sur un plan fondamental, les variations de masse
volumique conduisent a une formulation mathématique
complexe due au couplage entre les équations du champ
dynamique et du champ scalaire. De plus, le champ de
vitesse n’est plus un champ a divergence nulle comme
c’est le cas d’un écoulement a masse volumique cons-
tante. Ainsi, I’étude des écoulements turbulents de fluide
a masse volumique variable présente un grand interét
tant sur le plan fondamental que sur celui des applica-
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tions industrielles. Cet article concerne justement la
prévision numérique d’écoulements turbulents de fluide
constitué par un mélange gazeux binaire.

Dans la littérature, différentes formulations ont été
utilisées pour étudier les écoulements a masse volumique
variable. Pour les modeles allant jusqu’au second ordre,
quatre types de schémas ont été proposés. Le premier
schéma, et assurément le plus utilis¢ pour la prévision
numérique, est le schéma de Favre [1-8] qui préconise
une décomposition en moyenne pondérée par la masse.
Le deuxieme schéma utilise la moyenne conventionnelle
au sens de la moyenne d’ensemble [9,10] en lui associant
éventuellement [11] une hypothese relative aux fluctua-
tions de masse volumique. Le troisieme schéma est un
schéma de décomposition mixte introduit par Bauer et
al. [12] et développé par Ha Minh et al. [13]. Le qua-
triecme schéma a été proposé par Chassaing [14-17]; il
s’agit d’'un schéma intermédiaire entre le schéma de
Reynolds et celui de Favre puisqu’il utilise des fluctua-
tions centrées en méme temps qu’une pondération par la
masse pour les moments d’ordre deux.

En ce qui concerne la procédure de modélisation, les
modeles utilisés dans le cadre d’une formulation de Favre
constituent une extrapolation de ceux congus pour des
écoulements a masse volumique constante [18-20].
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Utilisant les techniques de modélisation invariante de
Lumley, Chassaing et Hérard [15] et Chassaing et Chibat
[16] développent des modeles s’appuyant sur la formu-
lation de Chassaing [14]. Enfin, Shih et al. [11] propo-
sent, dans le cadre d'une formulation en moyenne
conventionnelle, un modele élaboré prenant en compte
une hypothese de faibles fluctuations de masse volumi-
que.

D’un point de vue expérimental, 1’essentiel des tra-
vaux sur les écoulements de mélange concerne des con-
figurations simples de type jet, couche de mélange et
couche limite. Nous pouvons citer notamment les tra-
vaux de Chassaing [21], Mac Innes [22], Shih et al. [11],
So et al. [23], Sautet [24], Panchapakesan et Lumley [25],
Djeridane [26], Ruffin [27] et Gharbi et al. [28].

Pour des comparaisons a l’expérience, nous ferons
référence, dans cet article, aux résultats expérimentaux
de Panchapakesan et Lumley [25] relatifs a un jet
d’hélium parce qu’ils constituent une véritable banque
de données trés précise et trés complete incluant non
seuleument les moments d’ordre deux (tensions de
Reynolds, flux du scalaire, variance du scalaire) mais
aussi les corrélations triples notamment celles faisant
intervenir la fluctuation du scalaire.

Dans cet article, nous proposons une procédure de
passage des grandeurs statistiques au sens de Favre aux
grandeurs statistiques au sens de Reynolds, a partir d'un
modele standard en moyennes de Favre. Cette procédure
conduit aussi a la prévision d’écarts entre grandeurs
statistiques de Favre et de Reynolds allant jusqu’a la
prévision d’écarts relatifs aux corrélations triples. Cette
procédure sera testée dans le cas d’un jet d’hélium par
référence aux résultats expérimentaux bien documentés
de Panchapakesan et Lumley [25].

2. Relations de passage entre grandeurs statistiques au
sens de Favre et grandeurs statistiques au sens de
Reynolds

Avant d’envisager une application précise, il importe
de considérer le probleme général du passage entre les
deux formulations de Favre et de Reynolds pour les
moments statistiques d’ordre un, deux et trois relatifs
aux composantes de la vitesse et de la fraction massique
de 'un des constituants du mélange gazeux.

2.1. Passage des moments statstiques au sens de Favre aux
moments statistiques au sens de Reynolds

Nous supposons connaitre, pour une configuration
donnée d’écoulement d’un mélange gazeux binaire en
situation isotherme, les moments statistiques au sens de
Favre associés aux vitesses et a la fraction massique de
I'un des constituants du mélange; plus précisément, nous
envisageons la situation ol nous disposons de données

précises de simulation numérique concernant les champs
des vitesses moyennes u;, de la fraction massique ¢, des
tensions de Reynolds u/u}, des flux massiques turbulents

,c”, de la variance de la fraction massique ¢ et des

corrélations triples

VI // 1 ! A2

o3
U U uuc7 u; c et .

Nous nous proposons de déterminer les champs des
grandeurs statistiques analogues au sens de Reynolds a
savoir

W, ¢, uu, uc, ¢ uplu, uuc’ ulc? et B

(les notation indicielles concernent aussi bien les coor-
données cartésiennes que les coordonnées cylindriques).

Le point de départ de notre raisonnement est
évidemment I’équation (instantanée) détat du mélange
binaire (constituants 4 et B) en évolution isotherme
écrite sous la forme:

b

1 —ac’

a=(py—pz)/ps, b=pp c=cu. (1)

Cette équation conduit, apres décomposition de Favre
pour la fraction massique, aux deux relations:

b
1wt (2)

o(1 — ac) = apc” + b. (3)

D=

La deuxieme relation permet d’écrire successivement,
pour toute grandeur f:

pf (1 —ac) = apc”f + bf,

pf (1 — a¢) = apc'f + bf,

bf = apc’f +bf,

et nous retenons, en définitive, la relation intéressante:
J=7-5pcf. 4)

Remplagant successivement f par vy, ¢, wjuj, uj'c",

"2 il i // l/ 1/2 /"3

" vl uk, ujujc et ¢”?, nous obtenons
ul = pu[c
o = ﬁcuz7
10 10 7‘71— 1301 At
u; uj U bpul-u]-c ,
! A 7/\7/ a_ 7/_\7/’)
uic" = ujc" ——pujc’s,
b
"2 = 2 ,()C"3, (5)
T //77 0
uiuuy = ujujuy bpuuukc,
u//u//c// _ ul/ullcl/ _ pu// //C//z

u c/IZ u C//Z bpu c//%

C//} — ;73 _gﬁg;;l
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Ecrivons maintenant u/ = u, + u] et ¢’ = ¢ +¢”, nous
pouvons alors passer respectivement de

u//u// u’.’c”, c//27 u//u//u;(/’ u;/u}(c//7 u?/c//z et "3
5 T I, R I R ") 12 3
a wu, wc, %, wuu, u) u <, uc et ¢

et obtenir enfin les relations de passage:

5 a1, A
Uy = u; *EPUI-C ) (6)
a ~
= — Hl2
c=c—ype (7
- a
= u'y! z // // =2 // a1 // /1
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iC = U; bP 5 P
F_an_ =T (N onan
2= et = () prere, (10)
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Ces relations permettent a priori de passer des
grandeurs statistiques au sens de Favre aux grandeurs au
sens de Reynolds mais aussi de déterminer les écarts
entre grandeurs statistiques se correspondant dans les
deux formulations (sous réserve, pour les corrélation
triples, de disposer de modeles pour les corrélations
d’ordre quatre).

Dans le cadre de I'application que nous présenterons
ultérieurement qui consiste en la simulation numérique
du développement d’un jet axisymétrique d’hélium
s’épanouissant dans de I’air au repos, nous appliquerons
ces relations pour la prévision numérique des écarts
entre grandeurs statistiques se correspondant dans les
deux formulations de Favre et de Reynolds.

2.2. Passage des moments statistiques au sens de Reynolds
aux moments statistiques au sens de Favre

Nous supposons connaitre maintenant les champs
des moments statistiques au sens de Reynolds et nous
nous proposons d’en déduire les champs des moments
au sens de Favre.

Le point de départ de notre raisonnement est la re-
lation simple valable pour toute grandeur f:

0
f=5 (15)

Remplacant successivement f* par u;, ¢, wju}, u/c”, c"?,

ulu], "*ull et ¢ et exprimant respectlvement u! et

par ui + uf et ¢ + ¢”, nous obtenons sans difficulté:

D
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Il importe de préciser qu’il est facile de montrer
I’équivalence entre ces relations de passage et celles
établies précédemment pour le passage, en sens inverse,
entre les grandeurs au sens de Favre et celles au sens de
Reynolds.
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De plus, dans le cadre de I'application concernant le
jet d’hélium, nous comparerons les écarts entre gran-
deurs statistiques obtenues a partir des données de si-
mulation numérique aux mémes écarts déduits des
données expérimentales de Panchapakesan et Lumley a
partir de ce second groupe de relations de passage.

2.3. Interét des relations de passage

Ces relations de passage sont importantes et trois
raisons essentielles justifient leur interét.

Premiérement, le fait de disposer de données
numériques concernant parallelement les grandeurs sta-
tistiques au sens de Favre et celles au sens de Reynolds
peut apporter une aide significative a I'interprétation des
mesures. Ainsi, Ruffin [27], comparant ses prévisions
numériques a des données expérimentales concernant
un jet d’hélium-air, confirme lanalyse effectuée par
Djeridane [26] sur la base d’arguments relatifs au
traitement statistique des données expérimentales, a
savoir que les résultats expérimentaux obtenus par
velocimétrie laser sont des moyennes de Reynolds.

Deuxiemement, ces relations de passage permettent
de déterminer les écarts entre grandeurs statistisques en
moyennes de Favre et grandeurs statistiques en moyen-
nes de Reynolds. Ces relations montrent, en particulier,
que les écarts tendent vers zéro si p’ tend vers zéro. Ainsi,
ces écarts constituent des mesures précises de I'influence
des fluctuations de la masse volumique sur les grandeurs
correspondantes. Déterminer ces écarts conduit donc a
une analyse trés fine de l'influence des fluctuations de
masse volumique sur la structure de la turbulence.

Troisiemement, les équations statistiques utilisant
une formulation de Reynolds sont plus compliquées que
celles utilisant une formulation de Favre. Il est ainsi
intéressant de retenir la formulation de Favre qui con-
duit a une simulation numérique plus simple. Parallele-
ment, compte tenu des relations de passage entre ces
deux formulations, il est a priori possible d’utiliser des
modeles congus avec des “variables” de Reynolds dans
une formulation de Favre. Cette procédure est suscep-
tible d’ouvrir une voie intéressante consistant a séparer
les “‘variables” de simulation des ‘‘variables” de
modélisation.

3. Simulation numérique du développement d’un jet
d’hélium

3.1. Présentation des expériences de Panchapakesan et
Lumley

Panchapakesan et Lumley [25] ont effectué des me-
sures trés fines et trés completes sur un jet axisymétrique
d’hélium s’épanouissant verticalement et vers le haut
dans I’air ambient au repos. La vitesse de sortie du jet est

U;=72,5 m/s et le diametre du tube donnant naissance
au jet est d=6,12 mm. La région du jet explorée
expérimentalement par Panchapakesan et Lumley
s’étend de x/d =50 a x/d =120 et correspond a la
région de transition entre la zone inertielle et a la zone de
panache. En fait, des données expérimentales completes
concernent uniquement la zone 90 < x/d < 120 et pour
cette raison, nous nous proposons de simuler numéri-
quement le développement de ce jet d’hélium dans cette
zone. A différentes stations de cette zone (x/d = 90, 100,
110 et 120), Panchapakesan et Lumley donnent le va-
leurs expérimentales de

7;/1'{57 E/fS7 Vﬁ/”;ﬁ Vﬁ/”éW Vﬁ/”;ﬁ
Wik, NP fs, Wl usfs, UC Jusfs,
C/ZU//MSf;7 C/Zl)//usf;7 C/“/z/uéf& Clulz/uéf&
c’w/z/u§f5 et c/u’v’/ugfs7

en fonction de r/x ou r/J; us et fs représentent respec-
tivement la vitesse moyenne et la fraction massique
moyenne sur ’axe du jet et ¢ est la demi-épaissuer du jet
(nous utilisons les mémes notations que Panchapakesan
et Lumley).

Il importe de signaler que les données expérimentales
de Panchapakesan et Lumley sont les rares résultats de
la littérature couvrant de maniere fine les moments
d’ordre deux et d’ordre trois.

Nous devons aussi indiquer que dans la zone
90 < x/d < 120, les fluctuations de masse volumique sont

faibles (\/ﬁ /P =~ 0,01). En conséquence, les écarts entre
grandeurs au sens de Favre et grandeurs au sens de
Reynolds sont aussi faibles de telle sorte que 1’on puisse
assimiler les unes aux autres avec une bonne approxi-
mation. Cependant, ces écarts sont directement liés aux
corrélations d’ordre deux et trois et sont par suite ac-
cessibles a travers les données expérimentales concer-
nant ces corrélations.

Ainsi, les données expérimentales de Panchapakesan
et Lumley nous permettront, d’'une part de tester le
modele au second ordre en moyennes de Favre en allant
dans les comparaisons jusqu’aux corrélations d’ordre
deux et d’autre part, d’étudier la validité de la procédure
de passage entre formulations de Favre et de Reynolds
par des comparaisons entre prévisions et données
expérimentales concernant les écarts entre grandeurs
statistiques.

3.2. Modéle standard au second ordre en moyennes de
Favre

Nous considérons des écoulements stationnaires en
moyenne. De plus, nous supposons que les nombres de
Reynolds de la turbulence sont grands; dans ces condi-
tions, les effets moléculaires sont négligeables devant les
effets turbulents.
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Pour la prévision numérique d’écoulements turbulents
isothermes de mélange gazeux binaire, nous retenons un
modele standard au second ordre en moyennes de Favre
[32]. Les équations de ce modele, écrites en coordonnées
cylindriques x, et 0 (€, est vertical ascendant, e, et e
sont horizontaux) dans le cadre des hypotheses d’axi-
symétrie et de couche limite, sont présentées en Annexe A.

Il importe, a ce stade, d’insister sur les corrélations
triples qui interviennent dans les relations de passage
entre moyennes au sens de Favre et moyennes au sens de
Reynolds. Les modeles adoptés pour les corrélations
triples sont de type Deardorff [29]:

. k|~ aW/IZ W//2 —~
v//W/IZ = —cg— U//2 + 2 (U//z _
& r

W)} . (24)

or

~ k ~ ou”

"3 — _3co— 2 25

v cs V= (25)

— — a f//\/// "2

u//vnz = —cg— |:2UN2 Lérv + u'v" a :|7 (26)
k i ) o

M”ZU” — & |: u — 4+ 21/["1]” arv :|7 (27)
k // ¢ o L;/\IJZ

u T2 = —Cy— ; Zu”b’/ + v ar , (28)

IIU/IZ = _cat]: |:2,/7i aD” ’ + 7/\_7/ g:z :| 9’ (29)
k "l —— Ow"?

W = —Co— [Z—U w2 4+ v”c”—], (30)
€ r or

o k|~ 61,4” 7 e — 1,7’\1?’

By A— "2 1 491! N/

c"u"v cb|:v o + u'v o + v'c o :|,

(31)

— k a /2 o 1 Al

"2y = 7Cutg [u’/v” gr + 20" a—rc:| , (32)

— k| —~0 /12 . aﬁ

N = |:v”2 gr + 20" —%r‘ } (33)

Nous avons négligé, dans ces modeles, les termes de
dérivées par rapport a x, conformément aux hypotheses
de couche limite.

3.3. Propriétés spécifiques du modele au second ordre

Il importe de souligner certaines propriétés spécifi-
ques du modele au second ordre en moyennes de Favre
adopté pour la simulation numérique.

D’abord, nous n’avons pas retenu ’hypothese d’un
gradient de pression moyenne dii uniquement a I’action

de la gravité; les composantes de celui-ci dépendent des

dérivées axiale et radiale de pv”2. De plus, certains ter-
mes habituellement négligés dans le cadre des hy-
potheses de couche limite ont été maintenus; comme
Chassaing [21], nous pensons qu’ils peuvent avoir une
contribution non négligeable prés de I’axe. Il s’agit, en
particulier, des termes en 0¢/0x, Ou/0x, 00/0r, ©/r in-
tervenant dans les expressions des termes de production
associés aux équations de transport des tensions de
Reynolds, des flux de masse turbulents et de la variance
du scalaire. Ces termes induisent des instabilités et nous
avons été, aprés quelques essais, dans I’obligation d’éli-
miner notamment le terme —(0/0x)(pu"? — pv"?) prévu
initialement dans 1’équation de transport de la quantité
de mouvement (A.4); par contre, on peut s’affranchir des
instabilités dues aux autres termes en assurant la domi-
nance diagonale des matrices et en choisissant une valeur
optimale du pas Ax.

Enfin, les modeles de diffusion utilisent un modéele
complet de type Deardorff pour les corrélations triples
sans recourir a une loi simplifié¢e de type gradient
généralement utilisée dans un modele au second ordre.
Ce choix introduit une complication supplémentaire
mais il est cependant nécessaire pour assurer la cohé-
rence avec les modeles retenus pour les corrélations tri-
ples intervenant dans les relations de passage entre
formulations en moyennes de Favre et en moyennes de
Reynolds.

4. Présentation du code

Le modele au second ordre en moyennes de Favre est
constitué des équations (A.2)—(A.10).

Ces équations sont rendues sans dimension a I'aide
de la vitesse sur I’axe ug correspondant a la station
x/d =90 et du diametre d.

Le résolution numérique est effectuée a I'aide d’une
méthode de différences finies entre la station initiale
x/d =90 et la station finale x/d = 120. Ce sont les
profils expérimentaux qui servent de profils initiaux (a la
station initiale x/d = 90).

A Texception de I’équation de continuité, chaque
équation de transport est écrite sous la forme:

_of 10 of f T i
i = 05y Fba oo (1= ¢=7)

Le terme en —ef est introduit pour renforcer la
dominance diagonale de la matrice tridiagonale associée
a cette équation. A I’étape finale du processus itératif,
nous confirmons la propriété de dominance diagonale
pour toutes les équations qui, rappelons-le, permet de
nous assurer de la stabilité vis a vis des erreurs d’arrondi.

Par ailleurs, comme le code repose sur une méthode
de différences finies, il était important de vérifier certains
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critaires de conservation. Deux critaires sont retenus et
sont constitués par les relations intégrales associées a
I’équation de quantité de mouvement et a I’équation de
transport de la fraction massique ¢ de I'hélium. Ces re-
lations peuvent étre établies facilement [31] et s’écrivent:

d /DG_M2 /0(_
— pirrdr=—g p— p,)rdr
@/, | ( )

d [~ —~ —~
- S22 A2
ax J, {p pv ]rdr7 (34)
/ ‘ pucrdr = constante. (35)
0

Nous avons déja signalé avoir maintenu certains
termes généralement négligés du fait de I’hypothese de
couche limite, dans les termes de production des équa-
tions de transport des tensions de Reynolds, des flux de
masse turbulents et de la variance du scalaire. Ces ter-
mes induisent des instabilités dans les profils de la vitesse
# et de la fraction massique ¢. Ces instabilités dispa-
raissent pour un choix particulier du pas A¢. Indiquons
qu’un tel choix du pas A¢ assure une bonne stabilité et
une bonne précision; en effet, les relations intégrales
précédentes sont parfaitement vérifiées (moins de 1/1000
en valeur relative).

5. Présentation et discussion des résultats relatifs au
développement d’un jet d’hélium

Nous allons maintenant présenter les résultats de si-
mulation numérique, les comparer aux résulats expéri-
mentaux de Panchapakesan et Lumley et les commenter.

Indiquons tout d’abord qu’en ce qui concerne les
constantes du modele au second ordre en moyennes de
Favre, nous avons envisagé de retenir les valeurs utilisées
par Gharbi et al. [32] et qui se présentent comme suit:

cs=0,22; v=0,6; ¢3=0,5 c¢,=0,15
a=18 ¢c1=3,0; ¢c02=0,33 c¢5=0,33;
Cr =0,11; ¢, =0,16; ¢, =1,45; cq=1,0;
o =1,90; ¢, =0,16; ! 1,0;

el

2, =178 ¢, =20 &, =0,90.

Les valeurs des constantes de diffusion posent a priori
un probleme dés I'instant que les modeles de diffusion
adoptés ne sont pas les mémes. Par ailleurs, Dekeyser et
Launder [30] ont préconisé, en essayant les modeles dans
une autre configuration d’écoulement, les valeurs
¢cs=0,11, ¢,,=0,11 et ¢, =0,11. Des essais numériques
effectués avec notre code de calcul ont montré que les
meilleurs résultats pour la vitesse axiale moyenne # (Fig.
1) et pour la fraction massique ¢ (Fig. 2) sont obtenus
pour des valeurs 0,11 et 0,11 des constantes cy et c.,. Des
valeurs supérieures conduisent a des écarts plus grands
avec les résultats expérimentaux. Parallelement, ces es-

présente étude z/d = 120
® M 4 A résultats expérimentaux de

Panchapakesan et Lumley

z/d = 90,100,110, 120 i

00 . . . Ame
00 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
r/z
Fig. 1. Profil de la vitesse axiale moyenne.
.10 : - - -
[
fs ———— présente étude z/d = 120
08 AL® @ B 4 A résultats expérimentaux de |

Panchapakesan et Lumley
z/d = 90, 100,110,120
0.6 -

04

02

' L
0.00 005 0.10 0.15 0.20 025

Fig. 2. Profil de la fraction massique moyenne.

sais ont montré que la valeur 0,2 affectée a ¢, donnait le
meilleur accord avec ’expérience pour la variance ¢’? de
la fraction massique. En dehors des constantes de dif-
fusion, seule la valeur de la constante ¢.; a été légere-
ment modifiée en vue d’améliorer les résultats relatifs
aux flux de masse turbulents. En définitive, nous avons
retenu les valeurs suivantes des constantes du modele:

cs=0,11; v=0,6; ¢ =0,5 «¢,=011;
a=18 c¢c1=3,3 ¢»=0,33 c;3=0,33;
Cer = 0,25 ¢, =0,16; ¢, =1,45; cq=1,0;
o =1,90; c,.=0,16; ¢! =1,0;

ecl

2, =178 ¢, =20 c,=0,90.

Les évolutions radiales de

1:{7//2/1437 ;/\/'z/us, 1//1/7'3/1457

17{/145, E/fS7

Ci;Jz/fS) W/“SféV

sont présentées successivement Figs. 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8
et 9 et y sont comparées aux résultats expérimentaux de
de Panchapakesan et Lumley (r est rapporté a x ou a ¢
qui est la demi-épaisseur du jet). Les résultats de simu-
lation numérique sont relativement bons. Des écarts
appréciables sont observés concernant I'intensité axiale

de turbulence V"2 /us (de ordre de 15% au maximum)

I 1,2
u"v" [ug,
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Fig. 3. Profil de l'intensité axiale de turbulence.
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Fig. 4. Profil de l'intensité radiale de turbulence.

et le flux radial de masse v'c” /usfs (de 'ordre de 25% au
maximum).

En définitive, il est raisonnable de conclure que les
résultats peuvent étre considérés globalement satisfai-
sants. Ainsi, le modele au second ordre en moyennes de
Favre retenu permet de simuler de maniere satisfaisante
les variations, a travers le jet, des différentes grandeurs
statistiques jusqu’aux moments d’ordre deux.

6. Présentation et discussion des résultats relatifs aux
écarts entre grandeurs statistiques au sens de Favre et au
sens de Reynolds

Avant de commencer cette présentation, il y a lieu de
rappeler que notre objectif est la prévision des écarts
entre grandeurs statistiques pour un jet axisymétrique
d’hélium s’épanouissant dans de I'air au repos et de
comparer ces prévisions aux résultats qu’il est possible
de déduire des données expérimentales de Panchapake-
san et Lumley [25]. Précisons aussi que 1’écart type des
fluctuations de masse volumique est faible dans le cas
des expériences de Panchapakesan et Lumley

(\/ /7 < 0,01). 1l est alors justifié d’utiliser 'approxi-
mation de Shih et al. [11]p’ = (a/b)p*c’. Cette approxi-

U :
= ~————  présente étude z/d =120 ]
w ® 8 4 A résultats expérimentaux de J
us Panchapakesan et Lumley

03 z/d = 90,100,110, 120 -

Fig. 5. Profil de l'intensité azimutale de turbulence.

0.03 — T T T T
T ——————  présente étude z/d = 120
@ B ¢ A résultats expérimentaux de
w2 . Panchapakesan et Lumley
s z/d = 90,100, 110, 120
0.02
0.01
0.00
0.0

Fig. 6. Profil de la tension de Reynolds u"v/".

T T
————  présente étude z/d = 120
@ W ¢ A résultats expérimentanx de
Panchapakesan et Lumley
2/d = 90,100,110, 120

0.0 0.1 0.2

r/z

Fig. 7. Profil de l'intensité des fluctuations de fraction mas-
sique.

mation conduit en particulier a \/p2/p = a(p/p,)V c?.

Ainsi, \/F/p < 1 entraine V¢2 < 1. Enfin, nous
adopterons les notations de Panchapakesan et Lumley:

Pa = Pairs Ph = Pheliums pa/ph = 77 24
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Fig. 8. Profil du flux axial de masse.
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Panchapakesan et Lumley
z/d = 90,100,110, 120
"g\
]

Fig. 9. Profil du flux radial de masse.

et dans la relation p = b/(1 — ac), le coefficient a s’ex-
prime alors par: a = (p, — p,)/pn €t vaut —6,24 et le
coefficient b est égal a p,.

Pour clore ces considérations a propos des expé-
riences de Panchapakesan et Lumley, il importe de
rappeler que les écarts entre grandeurs statistiques au
sens de Favre et au sens de Reynolds sont faibles en
valeurs relatives de sorte qu’il est justifié d’assimiler les
unes aux autres avec une bonne précision; cependant, ces
écarts sont parfaitement accessibles aussi bien a la
prévision numérique qu’a la détermination directe a
partir des données expérimentales puisque ces écarts
s’expriment a partir de certaines corrélations.

Nous allons examiner successivement les écarts entre
vitesses et fractions massiques moyennes, les écarts entre
corrélations d’ordre deux et enfin les écarts entre
corrélations d’ordre trois.

6.1. Ecarts entre vitesses et fractions massiques moyennes

Les relations (6) et (7) peuvent étre écrites sous la
forme:

ﬁ/ PaPn — ~
= P g, 36
Msfg (p'd - ph)uSﬁSp( ) ( )

c//\//Z paph
— = —/ (¢ —¢). (37)
Is (00 — Ph)fszp
De plus, comme nous I’avons déja noté, W ~ ud et
"2 ~ 2. Nous obtenons alors les relations suivantes:

W PaPn — ~
=——2231  (u- 38
usfs  (py — pn)usfsp @ =), (38)
ﬁ: puph /(= _ = . 39
fs (P — PRSP =2 (39)

Ainsi, la Fig. 8 représente non seulement le profil (2
x/d = 120) du flux de masse déterminé numériquement
(trait plein) et obtenu expérimentalement (x/d = 90,
100, 110 et 120) mais également, a un coeficient pres égal
a  p.pn/((pa — pn)usfsp), lécart u—a déterminé
numériquement (trait plein) et déduit de ’expérience. De
méme, la Fig. 7 permet de comparer les profils numéri-
ques et expérimentaux de l'intensité des fluctuations de
fraction massique et de la racine carrée de 1’écart ¢ — ¢
entre fractions massiques moyennes. Un bon accord est
observé entre prévisions numériques et valeurs expéri-
mentales pour les écarts entre vitesses axiales et fractions
massiques moyennes.

6.2. Ecarts entre corrélations d’ordre deux

D’abord, dans les formules de passage (8) et (9) et
dans les formules équivalentes (18) et (19), nous négli-
geons les termes d’ordre deux par rapport aux termes

d’ordre un en 4/p? et ces formules se simplifient et
conduisent aux relations:

_f . 7 = o s ) (40)
% - CEZ ~ *p;f;uﬁfsﬁ (7 =) (41)
X - czz ~ (o, —p;f)huéfsﬁ (52 = w2), (42)
ﬁ N CZZ’” ~ (0, —p;':;u§f35 (@ =), (43)
a4 - PaPn (T — o). 45)

Sfius — fius
Ainsi, a des coefficients pres, les valeurs prédites
numériquement de

(Pa — Pn)fSusp

W VR Wy S

usfs T ougfs T ugfs T ugfs T fius ' fius’
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représentent les écarts

B 2 n
(u—u ), (v—v),

(u’v’ _ u"D"), (u’c’ _ u”c”),

aux mémes coefficients pres,
de

CIUIZ c W/z u't

270 270
usfs ugfs

C/ulz

uzfs’

“?yf s

)
(w —w )
(v’c’—zj”\c/”);

les valeurs expérimentales

C/Z v/

Sus

C/Z u

fsus’

représentent respectivement les mémes écarts. Les profils
d’origines numérique et expérimentale correspondant a
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Fig. 10. Profils de corrélation
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0.003 [

‘ ) ) 1
Ao ‘ ————  présente étude 2/d=120 ]
® B ¢ A résultats expérimentaux de
o+ 0.002 k " L Panchapakesan et Lumley
2/d = 90,100,110,
1% ’ 5 /d = 90,100,120,120
: ; .
v i ) ]
o r - |
s o001 - . ‘f‘. . ]
T t 1
. ; /\ s ]
&t N . !
</'S 0.000 - < ~“lonty o
&3 v/
A | & [
D ez |
IR

Sk 1S 0001 ¢

-0.002

BN

: .
0.00 0.05 0.10

Fig. 11. Profils de corrélation
(W2 — v2).

, .
0.15 0.20 0.25
r/z

triple ¢”v"?* et de Iécart

0.002 .
o * a ‘ ————  présente étude z/d = 120
15 [ a_ o B 4 ®% 44 risiltats cxpérimentaus de
3 [ o i Panchapakesan et Lumley
| 0.001 L z/d =90,100,110,120 -
3 h
3
T r bk T
i 0.000 T BNy e ]
é l/ﬁ\\
A 5| &
< b
v 1 -0.001 ]
|33 s \
R e
-0.002 —

L
0.00 0.05 0.10

Fig. 12. Profils de corrélation
(W2 — w2).

L N ' 1
0.15 0.20 0.25

r/z

triple ¢"w’? et de Iécart

ces écarts sont présentés sur les Figs. 10, 11, 12, 13, 14 et
15.
En ce qui concerne les écarts

(Ffzﬁ), <17271;”v2), (w’zf;’?), (M'U’fl?’\l)//'),

nous pouvons dire que si les prévisions sont qualitati-
vement bonnes (mémes types de variations), les écarts
entre prévisions numériques et valeurs déduites de
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Fig. 13. Profils de corrélation triple ¢’u"v" et de I'écart
(v — u'v").
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I’expérience sont importants et montrent que le modele
retenu pour les corrélations triples c”u”z, c”u”z, c”w”2
"y, doit étre remplacé par un modele plus perfor-
mant. Dekeyser et Launder [30] et Panchapakesan et
Lumley ont montré qu’un meilleur accord peut étre
obtenu pour les corrélations de type c'uju; en utilisant
des modeles incluant les termes de productlon dis aux
gradients moyens, la partie linéaire des corrélations
faisant intervenir la fluctuation de pression et les termes
de dissipation.

Quant aux écarts w'd — u’c" et v — v'c", on te-
marque un bon accord entre profils d’origines numéri-
que et expérimentale; ce bon accord montre que les
modeles (32) et (33) représentent correctement les
corrélations triples de type c”?u sous réserve que la
valeur de la constante ¢, soit bien optimisée.

6.3. Ecarts entre corrélations d’ordre trois du type c" u” ]

Les écarts c'uju; — ¢’ u” | peuvent étre exprimés, en

grandeurs de Favre, a la1de de la relation (12) et, en
grandeurs de Reynolds, a I’aide de la relation (21). Nous
allons raisonner sur cette derniére relation parce qu’elle
permet une analyse directe et claire de l'ordre des

\/? ou V¢72; en effet,

réécrivons cette relation sous la forme:

différents termes par rapport a

Il o T 7
— —_ pu;u;c —p'C pu
c”u;’u’.’ — iy = LR u; —

J L) -

LAl e 46
PP P (46)
Utilisons alors l'approximation de Shih et al. [11]
p' = (a/b)p*c’ et négligeons les termes d’ordre quatre

par rapport 4 V¢2. Nous gardons ainsi les termes
d’ordre deux et trois; de plus, nous utilisons 1’approxi-

mation quasi-normale pour exprimer wuic?  soit
c? + 2ulc'u
mes du second ordre se simplifient et 1écart

uuic? = uju . Dans ces conditions, les ter-

c/’u”u” c'uju’; s’exprime a I'aide de termes du troisieme

ordre.

Loyl //1/7

cuul; — "uju}

(47)
Nous avons ainsi:
2 20 — 3)2*2[ 12,02 A 2u /2?} 48
u?c — u"c (bpcuc—i-ucuc, (48)
20 2 a 272 12092 v
V2 — v = (Z) 0 [c v +2v’c’zu’c’}7 (49)

AN’ [ | T T
TN S22, I 120, A ! 12,0 Al
(b) o [c cuu; + wic“uc! + uicuct |

a\? —
w2 — W/lzc// _ (5> pZCIZW/ZCI7 (50)
— 2 A N I
Woc — u''e" = (%) ﬁz [CIZMIUIC/ T + UICIZM/CI:|.
(51)

Ces dernieres relations permettent de prédire
numériquement les écarts

u/2 ¢ — M;EZN U/Z o — UZEZ// W/Z c — wf//\zz.//
) )
wUd — e

en identifiant

6127 u/cl7 0/017 ulzc/7 UIZC,, W'ZCI, u' 0/017 ulczz
et uw'v'c
respectivement a

wer, et v'c?
, .

Les profils de ces écarts, obtenus numériquement, sont
montrés Fig. 16; en fait, les écarts (w2c' — w"2c") [ulfs
sont trop petits par rapport aux autres écarts et n’ont
pu étre inclus dans cette représentation. La Fig. 16
montre notamment la similitude des variations de ces
écarts.

6.4. Ecarts entre corrélations d’ordre trois du type u!c"?

Partant de la formule de passage (22), les différences
u!c" — ulc”? comprennent des termes d’ordre trois,

quatre et cinq par rapport a \/ﬁ . Négligeons les termes
d’ordre cinq et utilisons I’hypothese quasi-normale pour
exprimer la corrélation quadruple u/c?, les termes du
troisieme ordre disparaissent et nous gardons les termes
d’ordre quatre, soit:

0.010 T T T T T T
(du® - c"u"z)/fsu
e (V2 — ") [ foul

w0

———(m-cuu)/fs us ]

0.005
0.000
\
X
-0.005 - S b
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r/z

Fig. 16. Profils décarts (cu'? — c"u"?), (c'v? — "),
(AT — """
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Fig. 17. Profils d’écarts e+ et e
— ANy —
ulc"? —ulc? = 72<—> P [c’2u§0’2 — c’3u c (52)
b

Nous ne pouvons raisonnablement envisager un
modele pour ¢ puisque nous ne disposons pas de
résultats expérimentaux susceptibles de le tester. Dans
ces conditions, nous nous contentons d’appliquer
I'inégalité de Schwartz: |c¢’3| < Norzae
alors:

et nous obtenons

u Clz _ u@z

2 _
<(4)'7 [awelen + var e,
2 _
< <§) P’ {2‘U’C’2|CI2 + \/26’23/2\v’c’|],

Ve — e
(53)
Notons e—~; et e;~; les deuxiemes membres de ces
inégalités. La Fig. 17 montre les profils de e-~; m eteg=s.

Ainsi, e-~; et e-~; représentent les maximums des va-

w2 e

leurs absolues des écarts w/'c? — u"c"? et v'c? — v'c"2.
Nous pouvons noter, en particulier, que les profils de
e-~s et eo~5 ont la méme allure.

u'c

7. Conclusion

La simulation numérique d’un jet d’hélium utilisant
un modele au second ordre en moyennes de Favre a
montré que ce modele permet de prédire correctement
les variations a travers le jet, des différentes grandeurs
statistiques jusqu’aux moments d’ordre deux, par
référence aux résultats expérimentaux de Panchapake-
san et Lumley.

De plus, grace a des formules de passage entre
grandeurs statistiques au sens de Favre et grandeurs
statistiques au sens de Reynolds, la simulation
numérique nous a permis de prévoir les écarts en ce
qui concerne les corrélations d’ordres un, deux et
méme trois. Nous avons pu comparer ces prévisions
aux résultats qu’il est possible de déduire des données

expérimentales trés completes de Panchapakesan et
Lumley relatives aux corrélations d’ordres un et deux
impliquant les vitesses et la fraction massique. Nous
avons noté un bon accord entre valeurs de simulation
et valeurs expérimentales pour les écarts entre vitesses
axiales, fractions massiques et flux de masse axiaux et
radiaux. Par contre, des différences nettes apparaissent
entre prévisions numériques et valeurs déduites de
I'expérience pour les écarts relatifs aux tensions de
Reynolds. Pour y remedier, il y a lieu de remplacer
par un modele plus performant le modele de type
Deardorff adopté pur la corrélation triple du type
cuulg.

Comme les fluctuations de masse volumique sont
faibles dans les expériences de Panchapakesan et
Lumley, il reste évidemment a valider la démarche
proposée de prévision numérique d’écarts entre gran-
deurs statistiques au sens de Favre et grandeurs statis-
tiques au sens de Reynolds dans le cas ou les fluctuations
de masse volumique sont significatives.

Appendix A

Les équations du modele standard au second ordre
en moyennes de Favre [32] sont écrites en coordonnées
cylindriques x, » et 0 (€', est vertical ascendant, &, et €
sont horizontaux) dans le cadre des hypotheses d’axi-
symétrie et de couche limite.

Rappelons que les composantes de la vitesse macros-
copique sont notées u, , w = 0 et celles des fluctuations
de vitesse au sens de Favre sont notées u”, v”, w".

Par commodité, nous introduirons I’opérateur L qui
agissant sur f , conduit a:

1) = §<ﬁfﬂ> 1o (pf?)

r or
_ af af

Les équations du modele se présentent comme suit.
Equation de conservation de la masse:

o _.. lo, __
67( )+;5(rpv):0. (A.2)

Equation de transport de la fraction massique du
constituant A:

L@) = % % (@ﬁﬂ). (A.3)

Equation de transport de la quantité de mouvement:

L@y = (7~ p)g — = (7~ 70) —1 & ().
(A.4)
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Gradient de pression moyenne:

o= vt (777

(A.5)

Equations de transport des tensions de Reynolds:

— 2
L(u”2> =P+ G+ Py tday— 5537
— 2
L(U”z) = P?,j + G;?E + @;,‘,5 + d’;?E - gﬁgv
L(WP) = Pz + Gogs + @ s + dis — 57,
L(MNUH) Pu”v” + Gu”t/’ + Quulu + dﬂL”’
— Ou —~ Oul
P~ = —25 o — 2ou I/2
w2 pu v ar p ax
?/_2/ — _zﬁv/lz 6_7
P’?,X — —2ﬁw”2 E
dii
— P = 2oy —
u' vl pU a pu v ax7
_op
Gu”2 = —2u’/a—7
p
GL,//Z = _21'7”57
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G P S o
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Equations de transport des flux de masse turbulents:
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Equation de transport de la variance du scalaire:

L(ﬁ) = Pfcﬁ + dfc;g — 2pe.,

_——0¢ _——0c¢
PZ.TE = _2pu/lc/la _ 2pvucua7
1 6 k~6c"2 2 a 7k~ 1 1
dﬁ i or {"Cmp v —— o ] +- o }’thtp v'c” e :|

(A.8)

Equation de transport de la dissipation cinématique:

oo St et
0842 tr(ZG) - cszﬁ%. (A.9)
Equation de transport de la dissipation scalaire:
Liee) = Cwil” ﬁar {rﬁk " %r} + 81"] ;sz Pglz
Co % tr(2P) - Ciczﬁ}i - Ciczﬁg_zc- (A.10)

Références

[1] A. Favre, Equations statistiques des gaz turbulents, C. R.
Acad. Sci. Paris 246 (1958) 2573-3216.

[2] A. Favre, Equations des gaz turbulents compressibles, I.
Formes générales, J. Mec. 4 (1965) 361-390.

[3] A. Favre, Equations des gaz turbulents compressibles, II.
M¢éthode des vitesses moyennes: méthode des vitesses
macroscopiques pondérées par la masse volumique, J.
Mec. 4 (1965) 390-421.

[4] A. Favre, Equations statistiques des fluides turbulents
compressibles, in: Fifth Conf. Can. de Méc. Appl., New
Brunswick Univ., 1975, pp. G3-G34.

[5] J.H. Kent, R.W. Bilger, The prediction of turbulent
diffusion flame fields and nitric oxide formation, in: 16th
International Symposium on Combustion, The Combus-
tion Institute, 1976, pp. 1643-1656.

[6] R. Borghi, D. Dutoya, On the scales of the fluctuation in
turbulent combustion, in: 17th International Symposium
on Combustion, The Combustion Institute, 1978, pp. 235-
244.

[7]1 W.P. Jones, Models for turbulent flows with variable
density and combustion, VKI Lecture Series, 1979-2, 1979.

[8] D. Vandromme, Turbulence modelling in variable density
flow, Ph.D. Thesis, Free University of Brussels, 1980.

[9] J. Janicka, W. Kollmann, A prediction model for turbulent
diffusion flows including NO-formation, AGARD Conf.
Proc. 275 (1979) 1-16.

[10] J. Janicka, J.L. Lumley, Second order modelling in non-
constant density flows, Report FDA-81-01, Cornell Uni-
versity, 1981.

[11] T.H. Shih, J.L. Lumley, J.L. Janicka, Second order
modelling of a variable density mixing layer, J. Fluid
Mech. 180 (1987) 93-116.

[12] P.T. Bauer, G.W. Zumwalt, L.J. Fila, A numerical method
and an extension of the Korst mixing theory for multi-
species turbulent jet mixing, AIAA Paper 68(112), 6th
Aerospace Sciences Meeting, New York, 1968.

[13] H. Ha Minh, B.E. Launder, J.M. Mac Innes, A new
approch to the analysis of turbulent mixing in variable
density flows, in: Third Symposium on Turbulent Shear
Flows, University of California, Davis, 1981, pp. 1919-
1925.

[14] P. Chassaing, Une alternative a la formulation des équa-
tions du mouvement turbulent d’un fluide a masse volu-
mique variable, J. Mec. Theor. Appl. 4 (1985) 375-389.

[15] P. Chassaing, J.M. Hérard, Second order modelling of a
variable density turbulent mixing, in: Ninth Symposium on
Turbulent Shear Flows, Toulouse, August 17, 1987.

[16] P. Chassaing, M. Chibat, Second order modelling of a
variable density turbulent mixing layer, in: Euromech
Colloquium 237, Marseille, France, 1988.

[17] P. Chassaing, G. Harran, L. Joly, Density fluctuation
correlations in free turbulent binary mixing, J. Fluid Mech.
279 (1994) 239-278.

[18] D. Vandromme, H. Ha Minh, Coupling of turbulence
models with Reynolds averaged compressible Navier—
Stokes equations. Applications to shock interactions, in:
IMA/SMA/Conference Reading, 1987.

[19] D. Vandromme, Turbulence modelling for compressible
flows and implementation in Navier-Stokes solvers, VKI
Lecture Series, 1991-02, 1991.

[20] J. Cousteix, B. Aupoix, Three dimensional supersonic and
hypersonic flows including separation, AGARD-FDP-
VKI Special Course, 1989, pp. 1-53.

[21] P. Chassaing, Mélange turbulent de gaz inertes dans un jet
de tube libre, These de Doc. es-sciences 42, Inst. Nat. Poly.
de Toulouse, 1979.

[22] J.M. Mac Innes, Turbulence modelling of flows with non
uniform density, Ph.D. Thesis, University of Manchester,
1985.

[23] R.M.C. So, J.Y. Zhu, M.V. Otugen, B.C. Hwang, Some
measurements in a binary gas jet, Exp. Fluids 9 (1990) 237—
284.

[24] J.C. Sautet, Effets des différences de densité sur le dével-
oppement scalaire et dynamique des jets turbulents, These,
Université de Rouen, 1992.

[25] N.R. Panchapakesan, J.L. Lumley, Turbulence measure-
ments in axisymmetric jet of air and helium. Part 2. Helium
jet, J. Fluid Mech. 246 (1993) 225-247.

[26] T. Djeridane, Contribution a ’étude expérimentale de jets
turbulents axisymétriques a densité variable, These, Uni-
versité Aix-Marseille 11, 1994.

[27] E. Ruffin, Etude de jets turbulents a densité variable a
l'aide de modeles de transport au second ordre, These,
Université Aix-Marseille 11, 1994.

[28] A. Gharbi, M. Amielh, F. Anselmet, Experimental inves-
tigation of turbulence properties in the interface region of
variable density jets, Phys. Fluids 7 (10) (1995) 2444-2454.

[29] J.W. Deardorff, Three dimensional modelling of the
planetary boundary layer, Proceedings of the Workshop
on Micrometeorology, 271, Am. Soc., 1973.

[30] I. Dekeyser, B.E. Launder, A comparison of triple-
moment temperature—velocity correlation in the asymmet-
ric heated jet with alternative closure models, in: Fourth



918 M. A. Ould Sid Ahmed, T. Lili | International Journal of Heat and Mass Transfer 45 (2002) 905-918

Symposium on Turbulent Shear Flows, Karlsruhe, 1983, [32] A. Gharbi, E. Ruffin, F. Anselmet, R. Schiestel, Numerical
pp. 14.1-14.8. modelling of variable density turbulent jet, Int. J. Heat
[31] A.A. Townsend, The Structure of Turbulent Shear Flow, Mass Transfer 39 (9) (1996) 1865-1882.

Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1976.



